I. Podstawowe pojecia i oznaczenia logiczne i mnogosciowe. Elementy teorii liczb
rzeczywistych.

1. Elementy logiki matematycznej.

1.1. Rachunek zdan.

Definicja 1.1.

Zdaniem logicznym nazywamy zdanie gramatyczne oznajmujace, ktore w ramach danej nauki
jest albo prawdziwe albo falszywe. Prawdziwosé i falszywos¢ sa to dwie wartosci logiczne
zdania. Zdaniom prawdziwym przypisujemy wartos¢ logiczng 1, a fatszywym 0.

Przyklad 1.1.

Zdanie ,,Czy C++ jest jezykiem programowania?” nie jest zdaniem logicznym, bo jest py-
taniem.

Zdanie ,Kompilacja to proces ttumaczenia kodu zrédtowego programu na kod wyjsciowy.”
jest zdaniem logicznym prawdziwym.

Zdanie ,,Procesor postuguje sie tylko trzema wartosciami -1, 0 , 1.” jest zdaniem logicznym
fatszywym.

Zdanie " Liczba naturalna n jest mniejsza od 5” nie jest zdaniem logicznym, gdyz jego wartos¢
logiczna zalezy od n.

Zdania logiczne oznaczamy przez p,q,r itd. Majac dane zdania p, ¢ mozna tworzy¢ zdania
ztozone za pomoca spojnikow logicznych:

~ p - negacja zdania p, czytamy 'nieprawda, ze p’ lub 'nie p’;

p A q - koniunkcja zdan p i ¢, czytamy 'p i q’;

pV q - alternatywa zdan p i ¢, czytamy 'p lub ¢’;

p = q - implikacja o poprzedniku p i nastepniku ¢, czytamy ’jesli p to ¢’ lub 'z p wynika ¢’
lub ’p implikuje ¢’;

p < q - rtbwnowaznos¢ zdan p i ¢, czytamy 'p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’.



Wartosci logiczne poszcezegolnych zdan w zaleznosci od wartosci zdan je tworzacych:

pla|~p|pVqg|pAg|lp=q|PEq
1]1] 0 1 1 1 1
1ol o 1 0 0 0
0[1] 1 1 0 1 0
0[0] 1 0 0 1 1

Kolejnos¢ wykonywania dziatan logicznych:

~, NV, =, S

Nawiasy odgrywaja taka role jak w arytmetyce.

Definicja 1.2.

Formulg rachunku zdan nazywamy wyrazenie sktadajace si¢ ze zmiennych zdaniowych t;j.
zdan p, q,r itd. potaczonych spéjnikmi logicznymi
~, NV, = S

Przyktad 1.2.
Wyznaczymy warto$¢ logiczna formuty
P pVig=pNnq)
przy podstawieniu p =1, ¢ = 0.
Tabela.

Warto$é¢ formuty P wynosi 1.

Definicja 1.3.

Tautologig lub prawem logiki nazywamy formute rachunku zdan, ktora przyjmuje wartosé lo-
giczng 1 przy dowolnym podstawieniu wartosci logicznych w miejsce zmiennych zdaniowych.

Przyktad 1.3.
Sprawdzimy czy formuta
P: p=q&pepiag)
jest tautologia.
Tabela.

Niezaleznie jakie zdania prawdziwe czy falszywe podstawiamy w miejsce p i ¢ otrzymujemy
zawsze zdanie prawdziwe, tj. o wartodci logicznej 1. Zatem P jest tautologia.



Przyklad 1.4.

Sprawdzimy czy formuta
P: (phgqer)s (r=p)V(r=q)

jest tautologia.
Tabela.

Formuta P nie jest tautologia.

1.2. Kwantyfikatory.

vV lub A kwantyfikator ogélny

3 lub \/ kwantyfikator szczegdtowy

Zapis
Vo p(xz) lub A, p(x)

czytamy ’dla kazdego x zachodzi warunek p(zx)’.

Zapis

Jz p(z) lub V., p(x)
czytamy ’istnieje z, dla ktorego zachodzi warunek p(z)’.

Przyktad 1.5.
Ve e R 22 >0, JreR 22—1=0.



2. Elementy algebry zbioréow.

2.1. Podstawowe pojecia mnogo$ciowe.

e zbior A, B,C, ...
e clement zbioru a, b, c, ...

e relacja nalezenia €

Zapis a € A czytamy ’element a nalezy do zbioru A’.

Zapis a ¢ A czytamy ’element a nie nalezy do zbioru A’.

a¢gA o ~acA

e zhidrpusty @, A=0 & Vo ~xeA
e zbidér skonczony o elementach aq,ag,as, ...,ar : {ai,as,...,ax}
e zbiér wszystkich elementow zbioru X majacych dang wlasnosé w: {r € X : w(x)}
e relacje zawierania sie zbioru C, C
Zapis A C B czytamy 'zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B’ lub ’zbiér A jest podzbiorem zbioru
B’
ACB & Vo (r€ A= x€ D)

Zapis A C B dopuszcza réwno$é zbiorow A i B.

Moéwimy, ze zbiory Ai B sg rowne, co ozn. A = B, jesli sktadaja sie z tych samych elementow,
tj.
A=B & [Vz (r€ A & xe€ B),

czyli
A=B < (ACB N BCA).



2.2. Dzialania na zbiorach.

e AUB={x : x€ AV z € B} - suma zbioréw Ai B

e ANB={x:2¢€ AN xec B} -iloczyn (przekréj) zbiorow Ai B
e A\B={x:2€ AN ~z € B} - réznica zbioréow A i B

o A'={x :~x € A} - dopehienie zbioru A

Zbiory A i B nazywamy roztacznymi, jesli AN B = ©.

2.3. Iloczyn kartezjanski.

Definicja 2.1.

Parg, ktérej pierwszym elementem jest a, zas drugim b nazywamy uporzadkowany zbior
dwuelementowy i oznaczamy przez (a,b).

Definicja 2.2.

Lloczynem kartezjnskim zbioréw A i B nazywamy zbioér oznaczany przez A x B wszystkich
par uporzadkowanych, ktorych pierwszy element nalezy do zbioru A, a drugi do zbioru B,
tzn.

Ax B={(a,b) : a€ ANbec B}.

Przyklad 2.1.

Dla zbioréw A = {1,2}, B = {2,3} mamy

Ax B=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)} oraz B x A ={(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.
2.4. Oznaczenia zbioréw liczbowych.

o N ={1,23,..} - zbiér liczb naturalnych
o 7 ={0,£1,+2,43, ...} - zbiér liczb caltkowitych
e ()= {%’ :p€Z A q€ N} - zbidr liczb wymiernych

e R - zbidr liczb rzeczywistych



Symbolika przedziatéw liczbowych:

la, b] - przedzial domkniety o koncach a i b
a,b) - przedzial otwarty o koncach a i b

(
e (a,b] - przedzial lewostronnie otwarty i prawostronnie domkniety

la, b) - przedzial lewostronnie domkniety i prawostronnie otwarty

(a,00) ={x € R : x> a}

la,00)={x €R : z>a}

(

o (—oo,al={z€R:ax<a}
(
(

3. Kresy zbioréow.

Definicja 3.1.

Moéwimy, ze zbior A C R jest ograniczony z dotu, jezeli
dneR Vre A z>m.

Moéwimy, ze zbior A C R jest ograniczony z gory, jezeli

IMeR VxeA x <M.

Liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym, za$ liczbe M ograniczeniem gérnym zbioru A.

Definicja 3.2.

Zbiér A C R nazywamy ograniczonym, jesli jest ograniczony z dotu i z gory, tzn.
dn,M e RVxe A m<z <M.
Przyjmujac 0 < M := —m mozna powyzszy warunek zapisa¢ w postaci

M >0VereA —M<az< M.



Definicja 3.3.

Liczbe a nazywamy elementem najmniejszym zbioru A C R i oznaczamy a = minA, jezeli
acA N VzxeA x>a.

Liczbe b nazywamy elementem najwickszym zbioru A C R i oznaczamy
b =mazxA, jezeli

be A N VeeA x<b.
np. dla A = [0, 1] mamy minA =01 mazA = 1.

Definicja 3.4.

Niech zbior A C R bedzie ograniczony z dotu. Liczbe a € R nazywamy kresem dolnym
(infimum) zbioru A, co oznaczamy a = infA, jezeli zachodza warunki:

(i) Ve A z>aq
(i) Ve >0 dzp€e A 29 —€ < a.

Kres dolny zbioru A to najwieksze ograniczenie dolne tego zbioru.

Definicja 3.5.

Niech zbiéor A C R bedzie ograniczony z géry. Liczbe b € R nazywamy kresem gornym
(supremum) zbioru A, co oznaczamy b = supA, jezeli zachodza warunki:

(i) Ve e A z <b;
(i) Ve >0 Jzg€ A xo+€>b.

Kres gorny zbioru A to najmniejsze ograniczenie gorne tego zbioru.

Uwaga.

Element najmniejszy (najwiekszy) zbioru jest jednoczesnie jego kresem dolnym (gérnym).
Dla zbioru A, ktéry nie jest ograniczony z dotu (z géry) bedziemy przyjmowaé, ze infA =
-0 (supA = +00).

Przyktady 3.1
Wskaza¢ kresy dla zbiorow A = [2,8], B =(—1,00), C = (1,2),

D = (00,100], E={2* : x € R}, F ={sinz : x € R}.



4. Wartos$é bezwzgledna (modutl) liczby rzeczywistej.

Definicja 4.1.
Wartosé bezwzgledng (modut) liczby rzeczywistej x oznaczamy przez |z| i definiujemy naste-

pujaco
|z =2 dla ©>0 oraz |z| = —z dla  <0.

Podstawowe wtasnosci wartosci bezwzgledne;j.

Niech z,y € R.
1. |z| > 0;

2. || =0 & z=0;

4|z +y| <o+ Jyl;

5. |z -yl =lz| - yl;

6. |51 =t v#0

T el = fyll < |z —yl;

8. Va? = |z,

9. [a" = [z|™;

10. |[z|<a & —a<z<a & z€]—a,a], a>0;

1. |z| <a & —a<z<a & z€(—a,a), a>0;

12. |z| >a & (x>a lub < —-a) & x€(—00,—alUla,00), a>0;

13. |z >a & (x<a lub z>—a) & z€(—00,—a)U(a,00), a>0.



