I1I. Ciagi liczbowe.

1. Definicja ciggu liczbowego.

Definicja 1.1.

Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje a : N — R odwzorowujacag zbior
liczb naturalnych N w zbiér liczb rzeczywistych R i oznaczamy przez {a,}.
Uzywamy zapisu

a, = a(n).

Ciag {a,} mozna tez zapisywaé¢ w postaci
a1,a92,asz,...,an, ...

Liczbe a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu {a,}.

Przyktady okreslania ciggéw liczbowych:.

® wzorem, np.
an=3" by=vVn—1—+n, ¢, =1+224+3+ .. +n"

e rekurencyjnie, np.
a1 =3, aui1 =a,+2 clag arytmetyczny,
by =1, b,.1 =3b, ciag geometryczny;

® OpISOWO, np.

a, - n-ta liczba pierwsza.



Przyktady ciagow liczbowych:.

e cigg liczb parzystych dodatnich a, = 2n;
e ciagg liczb nieparzystych dodatnich a,, = 2n — 1;

e ciag arytmetyczny a, = p+ (n — 1)d (p - pierwszy wyraz ciagu, d -
rdznica ciagu);

e cigg geometyczny a, = pq" ! (p - pierwszy wyraz ciggu, q - iloraz ciggu);
e ciag staly a, = ¢ (¢ - dowolna liczba);

® a, = (1 + %)n,

o —1,+1,—1,+1,....(—=1)™

o 1,V2,V3,V4,...,/n.

2. Monotonicznos¢ i ograniczono$¢ ciggu liczbowego.

Definicja 2.1.
Méwimy, ze ciag {a,} jest:

e rosnacy, jezeli dla kazdego n € N

e niemalejacy, jezeli dla kazdego n € N
Qp S anp+41
e malejacy, jezeli dla kazdego n € N

e nierosnacy, jezeli dla kazdego n € N

Qn > An+1-



Ciagi rosngce, niemalejace, malejace i nierosngce nazywamy ciggami mono-
tonicznymi. Mozna mowi¢ o ciggach monotonicznych od pewnego miejsca tj.
pewnego numeru ng € N.

Uwaga.

Monotonicznos¢ dowolnego ciggu {an} mozna ustali¢ badajac znak réznicy
Ap+1 — Ap,

a ciagu {b,} o wyrazach dodatnich poréwnujac iloraz

bn+1
by

z liczba 1.

Przyktad.

Sprawdzimy, ze ciag a, = n>

— n jest rosnacy. Otrzymujemy
Upp1—ap = (n+1)2 = (n+1)—(n*—n) = n*+2n+1-n—1—n*+n=2n>0

dla wszystkich n € N. Zatem a, < a,.1 dlan € N.

Przyktad.

Sprawdzimy, ze ciag b, = g—; jest malejacy. Poniewaz b, > 0 dla wszystkich

b’é: . Otrzymujemy

n € N badamy iloraz
b1 (n+1) n” n \"
= C— = <1,
by (DDl \nti
dla wszystkich n € N. Zatem b,,,1 < b, dlan € N.

Definicja 2.2.
Ciag {a,} nazywamy ograniczonym, jezeli istnieja takie liczby my i mo, ze
dla wszystkich n € N

my < ap < M,

lub réwnowaznie, jezeli istnieje taka liczba M > 0, ze dla wszystkich n € N

la,| < M.



3. Granica ciggu liczbowego.

Definicja 3.1.

Liczbe g nazywamy granica ciagu {a,}, jezeli dla dowolnego ¢ > 0 mozna
dobra¢ taka liczbe ny € NV, ze dla kazdego n > ny zachodzi nierownos¢

|an — g| <,
zapisywana rownowaznie w postaci
g—e<a, <g-+e.
Méwimy, ze ciag {a,} jest zbiezny do granicy g, co zapisujemy
lim a, = g.
n—00

Ciagi posiadajace granice nazywamy ciggami zbieznymi.

Twierdzenie 3.2. (o jednoznacznosci granicy)

Ciag zbiezny nie moze mie¢ dwdch réznych granic.

Przyktady 'waznych’ ciggdéw zbieznych:
e lim, ...c=c
e lim, . % = 0;
e lim, ,.,¢" =0 dla ¢ <1;
o lim, ... /a=1 dla a> 0;
o lim, .o, /n =1;
o lim, . (1+1)" =en 2 718281



Przyktad.
(a) Wykazemy, ze lim,, S =1

Zgodnie z definicja nalezy pokazaé, ze

Ve>0 Inge N YN3n>ny |— —1| <e.
n+1

Wezmy dowolny € > 0. Nieréwnos¢ epsilonowa |25 — 1| < € rozwiazujemy ze
wzgledu na n.

Otrzymujemy
n 1—e€
| -1l <e & n> .
n+1 €
Zatem przyjmujac ng := [% + 1], gdzie symbol [x] oznacza czesé catkowita

z liczby x, otrzymamy, ze dla wszystkich n > ng zachodzi nieréwnos¢

n
n+1

— 1] <e.

(b) Rozwazmy ciag a, = 2 - (—1)". Mamy as, = 2, as,-1 = —2 dlan € N.
Przypusémy, ze ciag {a,} ma granice g < 2. Wtedy przyjmujac e = %4

otrzymujemy, ze zaden wyraz as, nie spelnia nierownosci
|CL2n - g‘ <€,

czyli g nie moze by¢ granica ciagu {a,}. Podobnie pokazuje sie, ze granica
nie moze by¢ zadna liczba g > 2. Zatem granica ciagu {a,} nie istnieje.



4. Twierdzenia o ciggach zbieznych.

Twierdzenie 4.1. (o0 jednoznacznosci granicy)

Ciag zbiezny nie moze mie¢ dwoch réznych granic.

Twierdzenie 4.2.

Ciag zbiezny jest ograniczony.

Twierdzenie 4.3.

Cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Twierdzenie 4.4. (o arytmetyce granic)
Zalézmy, ze ciagi {a,} i {b,} sa zbiezne, tzn. lim, , a, = a i lim, b, = b.
Wowczas

1. limy, oo (@, + by) = limy, 00 @y, + limy, o0 by, = a + b;

( b

2. lim,, oo (ay, — by) = lim,, oo @y, — limy, 400 b, = @ — b;
(c-an) =
(

lim,, soo(C-ay) =c-lim, . a, =c-a;
Qg _ limys0an — a 3 .
lim,, o0 = et =5 0 ile b, # 0;

lim,, o (a,)? = (limy, o0 )P, gdzie p € Z\ {0};
limy, o0 /@n = VIimy, o an, gdzie ke N\ {0,1}.

W dwobch ostatnich wzorach zaktada sie, ze wyrazenia po obu stronach row-
nosci majg sens.

A

Przyktad.
Obliczymy lim,, ( 1 -

n*+5n—1 4" +3"
3nt—2n? N4 7n



Twierdzenie 4.5. (o trzech ciagach)
Jezeli ciagi {a,}, {b.}, {c.} speliaja warunki:

(i) a, <b,<¢, dla n>ng (ng- pewna liczba naturalna);
(ii) lim, o0 ay = lim, o ¢, = g,

to lim, .o b, = g.

Przyktad.
Obliczymy lim,,_,o V2" + 3™ + 5™,

Twierdzenie 4.6.

Jezeli lim,, ., a, = 0 1 ciag b, jest ograniczony, to

lim (a, - b,) = 0.

n—oo

Przyktad.

Obliczymy lim,,_, ., 2500

n2+1 "

Twierdzenie 4.7.

Ciag e, = (1 + %)n jest rosnacy i ograniczony z gory.

Whniosek 4.7.

Ciag e, = (1 + %)n jest zbiezny.

Definicja 4.8.

Granice ciagu {e,} oznaczamy przez e, tj.

1 n
limn—>oo<1—|——> = e.
n



5. Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci.

Definicja 5.1.

Méwimy, ze ciag {a,} jest rozbiezny do nieskonczonosci, co zapisujemy

lim a, = oo,
n—o0

jezeli dla dowolnej liczby M mozna dobra¢ taka liczbe naturalng ng, ze dla
wszystkich n > ny zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.

Méwimy, ze ciag {a,} jest rozbiezny do minus nieskonczonosci, co zapisujemy

lim a, = —o0,
n—oo

jezeli dla dowolnej liczby M mozna dobrac¢ taka liczbe naturalng ng, ze dla
wszystkich n > ng zachodzi nierownos¢ a,, < M.

Jezeli ciag {a,} jest rozbiezny do +o0o lub —oo, to méwimy, ze ciag ten ma
granice niewlasciwa.

Przyktad.

Pokazemy, ze ciag a, = n® + 2 jest rozbiezny do 4+00. Wezmy dowolng liczbe
M. Nalezy tak dobra¢ ng, aby dla n > ng zachodzita nieréwnosé n+2 > M.
Mamy n® +2 > n+2 > M oile n > M — 2. Wystarczy wiec przyjaé
ng = [M — 1]

Twierdzenie 5.2.

L. Jezeli a, — 01 a, >0, to = — +o00.
2. Jezelia, - 0ia, <0, to — — —o0.
Jezeli a, — o0 i a, > 0, toai"—>0.
Jezeli a, - +o0ib, = b>0, to a, - b, — +0o0.
Jezeli a, - +o0i1b, =+ b<0,toa,:-b, > —o.

Jezeli a,, — 400 i b, = 400, to a, + b, — +00.

N A

Jezeli a,, — +o0 i {b,} jest ograniczony, to a, + b, — +00.

8



Uwaga.

Jezeli ¢, = a, - b, oraz a, — 01 b, — +00, to bezposrednio z takiej postaci
ciaggu ¢, nie mozna nic wywnioskowac¢ na temat granicy tego ciggu. O ciagu
{¢,} méwimy, Ze jest ciggiem typu 0 - 0o lub nieoznaczonoscig typu 0 - co.

Wyrézniamy nastepujace symbole nieoznaczone :

0-00, 00— 00,

g[8

Przyktad.
Obliczymy lim,, o (V12 +n — n).

Twierdzenie 5.3. (o dwbch ciagach)
Zalozmy, ze ciagi {a,} i {b,} spelniaja nieréwnos¢ a,, < b, dla n > ny,
gdzie ng - pewna liczba naturalna.

1. Jezeli lim,,_, a, = +00, to lim,,_, b, = +00.

2. Jezeli lim,,_,o, b, = —o0, to lim,,_, a,, = —00.
Przyktad.
Wykazemy, ze lim,, . (% + \% + \/L?: + ...+ \/Lﬁ) = 100.

Twierdzenie 5.4.
an
Jezeli a, > 0dlan € N ilim,_ a, = +00, to lim,,_,~ (1 + L%) =e.

Przyktad.

Obliczymy lim,, (3"4rl ) "

3n+4



