VI. Cigglosé funkcji jednej zmiennej.
1. Pojecie ciggtosci i niecigglosci funkcji.

Definicja 1.1. (otoczenia punktu)
Niech g € R, r > 0, a,b € R. Definiujemy

e O(xg,r):= (xrg— 7,29+ 1) - Otoczenie o promieniu r punktu xy;
o O(xy,r) = (xog—r, 20| - otoczenie lewostronne o promieniu r punktu z;

e O(xg,r) := [x9, 9 + 1) - otoczenie prawostronne o promieniu 7 punktu
xg-

Definicja 1.2. (funkcji ciagltej w punkcie)
Niech g € R i niech f bedzie funkcja okreslong przynajmniej na pewnym
otoczeniu O(xy) punktu z.

Funkcja f jest ciggla w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) = f(zo).

Definicja 1.3. (funkcji jednostronnie ciggltej w punkcie)

(i) Niech xzy € R iniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
otoczeniu O(x, ) punktu z.

Funkcja f jest lewostronnie ciggla w punkcie xzo wtedy i tylko wtedy,
gdy
lim f(z) = f(xo).
=
(ii) Niech xzy € Riniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
otoczeniu O(z() punktu .

Funkcja f jest prawostronnie ciggta w punkcie xg wtedy i tylko wtedy,
gdy
lim f(x) = f(xo).
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Definicja 1.4. (funkcji cigglej w przedziale)
Funkcja jest ciagta na przedziale otwartym (a,b), gdzie —oco < a < b < o0,
jezeli jest ciggta w kazdym punkcie tego przedziatu.

Funkcja jest ciagta na przedziale domknietym [a, b, gdzie —oo < a < b < o0,
jezeli jest ciagta na przedziale (a,b) oraz jest prawostronnie ciggta w punkcie
a i lewostronnie cigglta w punkcie b.

Definicja 1.5. (funkcji nieciaglej)

Niech g € R i niech f bedzie funkcja okreslong przynajmniej na pewnym
otoczeniu O(xy) punktu z.

Funkcja f jest niecigglta w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
granica lim,_,,, f(z) albo

lim f(z) # f(xo).
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Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x( nieciggtosc I-go rodzaju, jezeli istniejg
skonczone granice jednostronne

lim f(z), lim f(z)
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oraz zachodzi przynajmniej jeden z warunkow

lim f(z) # f(zo), lim f(z) # f(zo).
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Przy tym jest to nieciagtos¢ I-go rodzaju typu ’skok’, jezeli
lim f(z) # lim f(x),

Ty T
zas typu 'luka’, jesli

lim f(z) = lim f(z) # f(z0).
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Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xy nieciggtos¢ II-go rodzaju, jezeli co
najmniej jedna z granic jednostronnych nie istnieje lub jest niewtasciwa.



Przyktad 6.1.
Zbadac ciggltosc¢ funkcji

22 COS% dla x>0
flx) = 0 dla =0
e dla x< 0,

w punkcie g = 0.

Przyktad 6.2.
Dobra¢ tak parametry a,b € R, aby funkcja

sz gl <0
f(x)_{2x+b dla = >0

byta ciagta w punkcie xy = 0.

Przyktad 6.3.
Okresli¢ rodzaj nieciaggtosci funkeji f w punkcie zy = 0, jesli
S glg oz < 0

flz) = 8 dla =0
—1 dla z>0.




2. Twierdzenia o funkcjach ciggtych.

Twierdzenie 2.1. (dzialania na funkcjach cigglych)

Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie xg, to funkcje f +g, f — 9, f - g, §

f

sg ciggle w punkcie x(, przy czym funkcja g jest ciggta w punkcie xg, o ile

g(wo) # 0.

Twierdzenie 2.2. (ciaglo$¢ funkcji ztozonej)
Jezeli funkcje f i g sa ciagte odpowiednio w punktach z¢ i yo = f(z9), to
ztozenie g o f jest funkcja ciggla w punkcie z.

Twierdzenie 2.3. (ciaglo$¢ funkcji odwrotne;j)

Niech X,Y C R dowolne przedziaty na prostej. Jezeli funkcja f : X — Y
jest 'na’, écisle monotoniczna i ciggla, to funkcja odwrotna f~! : YV — X
jest rowniez ciggta.

Twierdzenie 2.4.

Funkcje elementarne sg ciggte na swoich dziedzinach.

Przyktad 6.4.

Uzasadnimy, ze funkcje f(x) = sin 22422

xia2+10

g(z) = arctg(z® +1) sg ciggle na R.

Twierdzenie 2.5. (o ograniczonosci funkeji ciaglych)

Funkcja f ciagla na przedziale domknietym i ograniczonym [a, b] jest na tym
przedziale ograniczona, a ponadto osigga swoje kresy, tj.

de € la, 0] f(c) = xieﬁfb] f ()

oraz

d € [a,b] f(d) = sup f(z).

x€[a,b|



Twierdzenie 2.6. (Darboux o przyjmowaniu wartosci posrednich)
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b] oraz spelnia warunek f(a) <
f(b), to dla dowolnego punktu w € (f(a), f(b)) istnieje taki punkt ¢ € (a,b),
7

fle) =w,
tzn. kazda prosta y = w, gdzie f(a) < w < f(b) przecina wykres funkcji f co
najmniej jeden raz.

Uwaga.

Jezeli w powyzszym twierdzeniu dodatkowo zatozymy, ze funkcja f jest scisle
rosnaca, to punkt c jest okreslony jednoznacznie, czyli kazda prosta y = w,
gdzie f(a) < w < f(b) przecina wykres funkcji f doktadnie jeden raz

Analogiczne twierdzenie i uwage mozna sformutowaé przy zalozeniu

fla) > f(b).

Twierdzenie 2.7. (wlasno$¢ Darboux o miejscach zerowych funkcji)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b] oraz spelnia warunek
fla)- f(b) <0
, to istnieje taki punkt ¢ € (a,b), ze
f(e)=0.

Jezeli dodatkowo funkcja f jest w tym przedziale $cisle monotoniczna, to
punkt ¢ jest okreslony jednoznacznie.



Przyktad 6.5.
Uzasadnimy, ze rownanie

nr=2-2
ma jedno rozwiazanie w przedziale [1,2].

Definiujemy funkcje
f(x):=Inz+z—2.

Pytanie o istnienie rozwigzania rozwazanego rownania sprowadza sie do py-
tania o istnienie miejsca zerowego funkcji f w przedziale [1,2].

Zauwazmy, ze
e funkcja f jest ciagta w [1, 2],
e f(1)=-1, f(2)=1In2, czyli f(1)-f(2) <O.

Zatem funkcja f spelia zaltozenia twierdzenia Darboux 2.7 na przedziale
[1,2]. Stad istnieje taki punkt ¢ € (1,2), ze f(¢) = 0. Ponadto funkcja f
jest rosnaca na przedziale (1,2) i stad punkt ¢ jest wyznaczony w sposob
jednoznaczny.



