VII. Pochodna i rézniczka funkcji jednej zmiennej.

pochodnej funkcji.

Niech g € R i niech f bedzie funkcja okreslong przynajmniej na pewnym
otoczeniu O(xg, ), 7 > 0 punktu x.

Definicja 1.1 (ilorazu réznicowego)

llorazem roznicowym funkcji f w punkcie xy odpowiadajacym przyrostowi
Az (0 < |Az| <r) zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe

Af _ flwo+ Ax) — f(xo)

Az Az

czyli stosunek przyrostu funkcji do odpowiadajacego mu przyrostu argumen-

tu.

Geometrycznie : Iloraz réznicowy jest tangensem kata ¢ nachylenia siecznej
przechodzacej przez punkty (zo, f(xo)) i (zo + Az, f(xo + Ax)) do dodatniej
czesci osi Oz, tj.

Af

thOZE‘



Definicja 1.2 (pochodnej wtasciwej funkcji)
Pochodng wtasciwg funkcji f w punkcie xy nazywamy granice ilorazu rézni-
COWegO ﬁ—i, gdy Az — 0 i oznaczamy przez f'(xg), tj.

Inny réwnowazny zapis definicji

o) e i L@ =)

T—X0 T — [EO

Do oznaczenia pochodnej funkcji f w punkcie xy stosuje sie réwniez symbole

df
%(fco)a D f (o).

Interpretacja geometryczna pochodnej : Pochodna funkcji f w punkcie x
przedstawia tangens kata «, jaki z dodatnig czescig osi Ox tworzy styczna do
wykresu funkcji f w punkcie (z, f(z0)), tj.

f'(zo) = tga.



Fakt 1.3 (rownanie stycznej)

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xg, f(xy)) ma postaé

y = f'(wo)(x — x0) + f(20.)

Przyktad 7.1
Dana jest funkcja y = f(z) = 22

(a) Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodna funkeji f w punkcie xy € R.

(b) Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (2,4).
Interpretacje fizyczne pochodne;j.

1. Niech s(t) oznacza polozenie na osi punktu materialnego w chwili t.
Wtedy iloraz réznicowy % jest predkoscia $rednig punktu, zas pochodna
s'(to) predkoscia chwilowa punktu w chwili ¢y.

2. Niech v(t) oznacza predkosé punktu materialnego w chwili t. Wtedy
iloraz réznicowy ﬁ—g jest przyspieszeniem srednim punktu, za$ pochodna
V' (tg) przyspieszeniem chwilowym punktu w chwili .

3. Niech Q(t) oznacza iloé¢ tadunkéw, jaka w przedziale czasowym [0, ]
przeptyneta przez ustalony przekroj przewodnika. Wtedy iloraz réznico-
wy % jest natezeniem $rednim pradu, zas pochodna @' (ty) natezeniem

chwilowym pradu w chwili .

4. Niech W(0) oznacza iloé¢ ciepta, ktorej potrzeba, aby ogrzaé ciato od
temperatury O° do temperatury 6. Wtedy iloraz roznicowy AA—VX jest $red-
nig pojemnoscia cieplna, zas pochodna ilosci ciepta wzgledem tempera-
tury W’ (6y) jest pojemnoscia cieplng ciata.



Fakt 1.4. (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia pochodnej)
Funkcja f ma pochodna w punkcie 2y wtedy i tylko wtedy, gdy [ (x¢) =
fi (o), gdzie

=y T — X x—mg r — X

oznaczaja odpowiednio pochodna lewostronng i pochodng prawostronng funk-
cji f w punkcie xg.

Wspdlna wartos¢ pochodnych jednostronnych jest wartoscig pochodnej, tj.

f2(wo) = fi(20) = f'(w0)-

Przyktad 7.2.

Sprawdzimy, ze funkcja f(x) = |z| nie ma pochodnej w punkcie zy = 0.

Fakt 1.5. (warunek konieczny istnienia pochodnej)

Jezeli funkcja f ma pochodng wtasciwag w punkcie xg, to f jest ciggla w tym
punkcie.

Uwaga.

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, np. funkcja f(x) = |z| jest ciagta w
punkcie o = 0, a pochodna f’(0) nie istnieje.

Definicja 1.6. (funkcji rézniczkowalne;j)

(i) Funkcje posiadajaca pochodna wtasciwa w punkcie z¢ nazywamy funkcjg
rozniczkowalng w tym punkcie.

(ii) Funkcja rézniczkowalna w przedziale otwartym (a,b), gdzie —oco < a <
b < oo, nazywamy funkcje rézniczkowalng w kazdym punkcie tego prze-
dziahu.

(iii) Funkcja rézniczkowalna w przedziale domknietym [a,b], gdzie —oco <
a < b < oo, nazywamy funkcje rézniczkowalng w przedziale (a,b) oraz
prawostronnie rézniczkowalng w punkcie a i lewostronnie rozniczkowalng
w punkcie b.



Definicja 1.7.

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w pewnym przedziale, to funkcje na nim
okreslona, ktérej wartosci w punktach z tego przedziatu sa rowne f'(x), na-

zywamy pochodng funkcji f na danym przedziale i oznaczamy przez f' lub
a
dz*

Pochodne funkcji elementarnych:

o (¢)=0, ceR,

o (") =nz"! dla =z € R, gdzien € N,

o (27 =paP~t dla z € (—00,0)U(0,00), gdziepe {-1,-2,-3,..},
o (29) = ax®!, gdzie a € R\ Z, zakres zmiennej x zalezy od «,
o (sinx) =coszx dla z€R,

o (cosz) = —sinx dla x € R,

o (tga) = dla ze(-F+kn,5+knr), keZ,

. (ctg:lc)’:—smlzaj dla x € (km,m+km), ke Z,

e (") =a"lna dla ze€eR, 0<a#l,

o (") =¢" dla z€R,

e (arcsinx) = 11_962 dla z e (—1,1),

o (arccosz) = — 11_x2 dla z € (—1,1),

o (arctgz) = ﬁ dla z € R,

o (arcctgr) = —7= dla z€R,

e (lnz)) =1 dla =z>0,

e (log,z) =—— dla z>0, 0<a#l



2. Twierdzenia o pochodnych funkcji.

Twierdzenie 2.1.

Zatozmy, ze funkcje f i g sg rozniczkowalne w punkcie x € R. Wtedy

L [f(z) +g(@)] = f'(z) + ¢ (2),
2. [f(z) = g(@)]" = () = g'(x),

3. [c- f(@)] =cf'(x), ceR,
4. [f(z) - g(2)] = f'(2) - g(x) + f(z) - g'(2),
5. [ch((g]/ _ f’(5'3)'!1([9;)(;)};5@‘9/(1’)7 o ile g<x> £ ().

Przyktady 7.3.

Twierdzenie 2.2. (pochodna funkcji ztozonej)

Jezeli funkcja y = f(u) jest rézniczkowalna w punkcie ug, zas funkcja u = g(x)
jest rézniczkowalna w punkcie xg oraz ug = g(xg) i g(x) # g(zg) dla z # xy,
to funkcja ztozona f o g jest rézniczkowalna w punkcie xy oraz zachodzi wzor

(f 0 9)' (o) = f'lg(xo)] - g' (o).

Zatem 'pochodna funkcji ztozonej jest iloczynem pochodnej funkcji zewnetrz-
nej i pochodnej funkcji wewnetrznej’.

Przyktady 7.4.



Twierdzenie 2.3. (pochodna funkcji odwrotnej)

Jezeli funkcja f speklia warunki:
(i) f jest ciagta na otoczeniu O(x),
(ii) f jest Scisle monotoniczna na otoczeniu O(zy),

(iii) f jest rozniczkowalna w punkcie zg i f'(zg) # 0,

to 1
—1\/ .
(f ) (y0> f/(aj())’
gdzie yo = f(o).
Przyktad 7.5.
Pokazemy, ze
(arctga) = -
arctgz) = - el

Zauwazmy, ze funkcja y = arctgx jest funckjag odwrotng wzgledem funkcji
r=tgyda-—-F§<y<i.

Zatem
1 1 cos? y
(arctgx) = = = cos’y = — =
(tgy)’ Coiz . sin? y + cos? y
1 B 1 - 1
(blny)2+1 tg2y+1 o $2—|—1
cosy



Definicja 2.4. (pochodna logarytmiczna)
Niech y = f(z) bedzie funkcja o wartodciach dodatnich w przedziale (a,b),
gdzie —o0o < a < b < o0.

Wyrazenie
yl
(Iny) = =,
()
gdzie ’ oznacza pochodng wzgledem zmiennej x, nazywamy pochodng loga-
rytmiczng.

Przyktad 7.6.
Obliczymy pochodng funkcji

COS ™

y = (sinz)



3. Roézniczka funkcji.

Defnicja 3.1.

Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna w punkcie xg € R. Rozniczkg funkcji
f w punkcie xy nazywamy funkcje df zmiennej Ax = x — x( (inne oznaczenia
na ‘maly’ przyrost zmiennej niezaleznej : Ax = dx = h ) okreslong wzorem

df (Az) := f'(xg) - Az

Twierdzenie 3.2.

Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka stata A, ze przyrost funkcji Af = f(zo+h)— f(x¢) jest réowny o(h)+A-h.

Uwaga.
Méwimy, ze funkcja g(z) jest o(x), jesli

tzn. g(x) dazy do zera szybciej niz x.

Twierdzenie 3.3. (zastosowanie rozniczki)

Jedli funkcja f ma pochodng wtasciwag w punkcie xg, to
f(xo + Az) = f(x0) + f'(z0)Az.

Przy czym btad jaki popelmiamy zastepujac przyrost funkcji
Af = f(zo+ Azx) — f(xo) jej rézniczka df = f'(xg)Ax
jest o(Ax), tzn.
. Af—df
lim —— =

x—0 Ax 0.

Przyktad 7.7.
Korzystajac z rézniczki funkcji obliczymy przyblizong warto$¢ wyrazenia
arctg 1.05.



4. Pochodne i rézniczki wyzszych rzedow.

Defnicja 4.1.

Pochodng wtasciwg rzedu n funkcji f w punkcie zy nazywamy pochodng z
pochodnej rzedu n — 1, tj.

Oznaczamy fU) = f/, f@& = " (& = g7 f@ = IV ) dlan > 5.
Przyjmuje sie, ze 0 = f.

Defnicja 4.2.

Roézniczka rzedu n funkeji f nazywamy rozniczke z rézniczki rzedu n — 1, tj.

d"f = d(d"f).

Mamy wiec df = f'(x)dx, d’f = f"(x)(dz)> ... d*f = f"(z)(dz)".

Przyktad 7.8.
Dla funkcji f(x) = tgx obliczyé f".

Przyktad 7.9.

Dla funkcji f(z) = e3* wyznaczyé wzér na pochodng rzedu n.

Przyktad 7.10.

Dla funkcji f(z) = xsin 2 wyznaczy¢ rézniczke rzedu 2.
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