VIII. Zastosowanie rachunku rézniczkowego do badania funkcji.

1. Twierdzenia o wartosci sredniej. Monotonicznos$é¢ funkcji.

Twierdzenie 1.1. (Rolle’a)

Jezeli funkcja f jest ciggta w przedziale domknietym [a,b], rézniczkowalna
wewnatrz tego przedzialu, tj. w przedziale otwartym (a,b), oraz f(a) = f(b),
to istnieje taki punkt ¢ € (a,b), ze

f(e)=o0.

Geometrycznie : Na wykresie funkcji spelniajacej zatozenia twierdzenia Rol-
le’a istnieje punkt, w ktérym styczna jest pozioma.

Twierdzenie 1.2. (Lagrange’a)

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [a, b], rézniczkowalna
wewnatrz tego przedzialu, tj. w przedziale otwartym (a,b), to istnieje taki
punkt ¢ € (a,b), ze

Geometrycznie : Na wykresie funkcji spetniajacej zatozenia twierdzenia La-
grange’a istnieje punkt, w ktorym styczna jest rownolegta do siecznej wykresu

przechodzacej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)).



Twierdzenie 1.3. (warunki wystarczajace monotonicznosci funke;ji)

Niech I C R oznacza przedzial na prostej. Jezeli dla kazdego x € I funkcja
f speklia warunek:

(i) f'(x) =0, to f jest stala na I.

(ii) f'(x) > 0, to f jest rosnaca na I.

(iii) f'(x) > 0, to f jest niemalejaca na I.
(iv) f'(x) <0, to f jest malejaca na I.
(v) f'(z) <0, to f jest nierosnaca na I.

Dowdd.

(i) Zatézmy, ze f'(z) > 0 dla wszystkich = € I. Wezmy dowolne dwa punkty
x1,T9 € I takie, ze x1 < x9. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a 1.2 mamy
dla pewnego ¢ € (z1, z3)

flws) = f(21)

X9 — I

fi(e) =

Zatem skoro f'(c) > 0, to
f(x2) — f(21)

X9 — I

> 0.

Stad wobec x1 < w9, czyli x93 — 21 > 0, dostajemy

f(@2) = flz1) >0, czyli f(z2) > f(21).

Przyktad 8.1.

Wyznaczymy przedziaty monotonicznoéei funkeji f(z) = (z + 1) e,



2. Reguta de L’Hospitala.

Twierdzenie 2.1.
Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:
(1) limy,—,, f(z) = lim,—,, g(x) = 0, przy czym g(z) # 0 dla x € S(zy),

(ii) istnieje granica (wlasciwa badZ niewlasciwa)

/
. (56),
= g' ()
to wowczas istnieje granica
lim _f(:z:)
T—T0 g(gj)
oraz /
@) )
=10 ¢ x) =1 g’(x)
Uwaga.

e Twierdzenie 2.1 jest prawdziwe takze po zastapieniu warunku (i) warun-
kiem

(1)’ lim, ., f(x) = lim,_,, g(z) = o0.

e Reguta de L’Hospitala jest prawdziwa takze dla granic jednostronnych i
granic w £00.

e Inne symbole nieoznaczone sprowadzamy do nieoznaczonosci typu

[6] Tub [



Tozsamosci zmieniajace rodzaj nieoznaczonosci.

e Nieoznaczonosé [0 - oo] sprowadzamy do nieoznaczonosci [8] lub [%]

stosujac przeksztatcenie

e Nieoznaczonos¢ [co — oo| sprowadzamy do nieoznaczonosci [%} stosujac

przeksztatcenie

1
fg
e Nicoznaczonosci [1°°], [00?], [0°] sprowadzamy do nieoznaczonogci [0 - oo

stosujac przeksztatcenie
f9 = ¢’ In f

Przyktady 8.2.
Inx

Obliczymy a. lim; oo =,  b. lim, 4o @ In(z—1)

2e7 ¢ limy gt .



3. Wzér Taylora i Maclaurina.

Definicja 3.1.

Niech funkcja f ma w punkcie xy pochodng wtasciwg k-tego rzedu, gdzie
k € N U{0}. Wielomian

f'(o) f" (o) S8 (w0)
1l 2! i

nazywamy wielomianem Taylora rzedu k funkcji f w punkcie x.

k

f(zo) + (x —20)* + ... +

(33 —5L‘0> +

(x — )

Dla zy = 0 wielomian ten nazywamy wielomianem Maclaurina.

Twierdzenie 3.2. (Taylora)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:
(i) f ma ciagta pochodna rzedu n — 1 w przedziale [z¢, x| (lub w [z, x¢]),
(ii) f ma pochodng wlasciwa rzedu n w przedziale (zg, x) (lub w (z, xy)),

to istnieje taki punkt ¢ € (zg,x) (lub odpowiednio ¢ € (x,zy)), ze

o e (n—1) T
f(x) = f(xo)—i—f (1!0) (x—xo)—i—f ;! 0) (x—xo)Q-i—...—l—f(nf(l)?) (z—20)" "+ R, (),
gdzie o
R, (x) := f n!c (x — xp)"
Uwaga.

Wzér z twierdzenia 3.2 nazywamy wzorem Taylora z n-tg resztq Lagrange’a.

Dla xy = 0 wzér Taylora przybiera postaé

1) -, 1"0) AU
T x + o :L‘2+...+(n_1)!x " " )

flz) = f(0) +

gdzie ¢ € (0,z) dla > 0 lub ¢ € (2,0) dla x < 0 i nosi nazwe wzoru
Maclaurina.



Przyktady 8.3.
Napiszemy wzor Taylora z reszta Lagrange’a dla funkcji

a. f(x)=In(14+2z), 2p=0, n=75;

Obliczamy

f'(x) = 52 1+2)~  f(0)=1
fla) == +a)> f1(0) = -1
fm<£17) — 2(1 4 ZL")_3, f///(o) _ 2;

(@) = —6(1+2)  fI0) = —6;

Ol @) =240 +2)7,  fO)=24(1+¢)° ce(0).
Podstawiajac do wzoru Maclaurina dostajemy
1, 245 6, 241407, 2?2 2P ot
f(x) =1-53 +§x TR B —x—?+§——+
gdzie ¢ € (0, z).
b.g(x):\/ig, rg=1, n=3.
Obliczamy
flx)y=a"2, f(1)=1;
1 1
fl(x) = —§$_§, f(1) = —5
f(x) =372, f"(1) =3;
15 15
f"(x) = —?x_;, "(c) = —?c_;, ce(l,x)
Podstawiajac do wzoru Taylora dostajemy
1 3 o 156 s(x—17°  x—1
f(z) = 1—§(x—1)+5(:v—1) —5¢ T 1— 5 5

gdzie c € (1, ).



4. Ekstrema funkcji.

Definicja 4.1. (minimum i maksimum lokalnego funkcji)

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie zy € R:

(i) minimum lokalne, jezeli istnieje takie sasiedztwo S(xg,r) punktu zg, ze
dla kazdego x € S(zy,r) zachodzi nier6wnosé

f(x) = f(wo);

(ii) maksimum lokalne, jezeli istnieje takie sasiedztwo S(xg,r) punktu xg, ze
dla kazdego = € S(z,7) zachodzi nier6wnosé

f(x) < f(xo);

Definicja 4.2. (minimum i maksimum lokalnego wlasciwego funkcji)

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie zy € R:

(i) minimum lokalne wiasciwe, jezeli istnieje takie sasiedztwo S(z, r) punktu
xg, ze dla kazdego x € S(xg,r) zachodzi nieréwnosé

f(@) > f(wo);

(ii) maksimum lokalne wlasciwe, jezeli istnieje takie sasiedztwo S(xg, ) punk-
tu xg, ze dla kazdego x € S(xz¢,r) zachodzi nieréwnosé

flx) < flxo);

Minima i maksima lokalne funkcji nazywamy ekstremams lokalnyms funkcji.



Twierdzenie 4.3. (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f rézniczkowalna w punkcie zy posiada w tym punkcie ekstre-
mum lokalne, to

f/(l'()) = 0.
Innymi stowy:

f'(xo) istnieje i xg jest ekstremum lokalnym funkcji f = f(x9) = 0.

Uwaga.

e Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, np. funkcja f(z) = x* spetia
w xg = 0 warunek f/(0) = 0, ale nie ma ekstremum w tym punkcie.

e Zalozenie rézniczkowalnosci, czyli istnienia pochodnej f/(zg) jest istotne,
np. funkcja f(z) = |x| ma w punkcie o = 0 minimum lokalne wtasciwe,
ale pochodna f/(0) nie istnieje.

Fakt 4.4.

Funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne tylko w punktach nierézniczkowal-
nosci funkcji f lub w punktach, w ktérych pochodna jest réwna 0.

Twierdzenie 4.5. (I warunek wystarczajacy istnienia ektremum)

Jezeli f'(xg) =01 f'(x) zmienia znak w punkcie xy, to w punkcie xy funkcja
f posiada ektremum lokalne, przy czym jest to maksimum, gdy zmienia znak
z + na —, za$ minimum, gdy zmienia znak z — na +.

Przyktad 8.4.
Inx

Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji f(z) = =L,



Twierdzenie 4.6. (II warunek wystarczajacy istnienia ektremum)

Jezeli funkcja f spetnia warunki

(i) f'(x0) = f"(x0) = ... = f" V(wo) = 0,
(i) f"(0) # 0,

(iii) n jest liczba parzysta, n > 2,

to w punkcie x(y funkcja f ma ektremum lokalne wtasciwe, przy czym jest to
maksimum, gdy f™(zy) < 0, za§ minimum, gdy £ (xq) > 0.

Uwaga.

Jezeli w twierdzeniu 4.6 warunek (iii) zastapimy warunkiem
(iii)’ n jest liczba nieparzysta,

to w punkcie zy funkcja f nie ma ektremum lokalnego.

Przyktlad 8.5.
Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji f(z) = (x — 5) e”.



Definicja 4.7. (najmniejszej i najwiekszej wartosci funkeji)
(i) Liczba m € R jest najmniejsza wartodcig funkcji f na zbiorze A C Dy,
jezeli
drge A f(xg)=m AN VeeA f(x)>m.
(ii) Liczba M € R jest najwicksza wartoscia funkcji f na zbiorze A C Dy,
jezeli
drge A fle)) =M AN VeeA f(z) <M.

Algorytm szukania najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji na
przedziale domknietym [a, b].

Zakladamy, ze funkcja f jest ciagta na [a, b] i rézniczkowalna poza skoriczong
iloscig punktow z tego przedziatu.

1. Wyznaczamy punkty ¢y, o, ..., ¢;, zerowania si¢ pochodnej funkeji f w prze-
dziale otwartym (a,b) oraz punkty di, ds, ..., d,, z przedziatu (a,b), w ktérych
pochodna funkcji f nie istnieje.

2. Obliczamy wartosci funkcji f w punktach a, b, ¢, ca, ..., ¢y, di, do, ..., d,.

3. Sposrod liczb

f(a)7 f(b)7 f(cl)7 sy f(Cm), f(d1)7 sy f(dn)

wybieramy warto$¢ najmniejsza i najwicksza. Beda to odpowiednio wartosé
najmniejsza m = f,;, 1 najwieksza M = f,,., funkcji f na przedziale do-
mknietym |[a, b].

Przyktad 8.6.

Zmajdziemy najmniejsza fi, 1 najwieksza fiq.. wartos¢ funkcji

fla) =2 -2z

na przedziale [0, 5].
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5. Wypuktloséé i wklestosé funkcji. Punkt przegiecia.

Definicja 5.1. (funkcji wypuktej)

Moéwimy, ze funkcja f jest wypukla na przedziale (a,b) C Dy, jezeli odcinek
taczacy dwa dowolne punkty wykresu tej funkcji lezy nad tym wykresem z
wyjatkiem koncow odcinka.

Definicja 5.2. (funkcji wklestej)

Moéwimy, ze funkcja f jest wklesta na przedziale (a,b) C Dy, jezeli odcinek
taczacy dwa dowolne punkty wykresu tej funkcji lezy pod tym wykresem z
wyjatkiem koncow odcinka.

Definicja 5.3. (punktu przegiecia)

Niech funkcja f : (a,b) — R, x9 € (a,b) i niech funkcja f ma pochodna
wlasciwg w punkcie . Jezeli funkcja f jest wypukta (wklesta) na pewnym
przedziale (a,xg) C (a,b) oraz wklesta (wypukta) na pewnym przedziale
(20, 8) C (a,b), to punkt (zg, f(xo)) nazywamy punktem przegiecia wykresu
funkcji f.

Twierdzenie 5.4. (warunek wystarczajacy wypuktosci/wklestosci funke;ji)

Zalozmy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale (a,b).
(i) Jezeli f"(x) > 0 dla x € (a,b), to funkcja f jest wypukla na (a,b).
(ii) Jezeli f"(x) < 0 dla x € (a,b), to funkcja f jest wklesta na (a,b).
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Twierdzenie 5.5. (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia wykresu
funkcji)

Jezeli istnieje f”(zg) 1 punkt (xg, f(xg)) jest punktem przegiecia wykresu
funkcji f, to
f”(il?o) = 0.

Uwaga.

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, np. funkcja f(x) = 2* spetia wa-
runek f”(zg) = 0 dla zy = 0, ale punkt (0,0) nie jest punktem przegiecia jej
wykresu.

Twierdzenie 5.6. (warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia wykresu
funkcji)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

(i) f jest dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale (a, b),

(i) f"(z9) =0, xg € (a,b),
(iii) f” zmienia znak przy przechodzeniu przez x,

to punkt (zg, f(zg)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji f.

Przyktad 8.7.

Wyznaczy¢ przedziaty wklestosci/wypuklosci oraz znalezé punkty przegiecia
wykresu funkcji f(z) = 2% Inx.
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6. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji.

1. Dziedzina funkcji.
2. Podstawowe wtasnosci funkcji:
e parzystos$¢/nieparzystosc,
e okresowosc,
® miejsca Zerowe,
e cigglosc.
3. Granice funkcji na ’krancach’ dziedziny.
4. Asymptoty funkcji.
5. Badanie I-szej pochodnej funkcji:

e pochodna, jej dziedzina i miejsca zerowe,
e monotoniczno$¢ funkcji,

e ckstrema lokalne funkcji.
6. Badanie II-giej pochodnej funkcji:

e druga pochodna, jej dziedzina i miejsca zerowe,
e wypuktodé/wklestos¢ funkcji,

e punkty przegiecia.
7. Tabela.
8. Wykres funkcji.
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