Algebra liniowa I. Lista 5

Zadanie 1. Wykazaé, ze odwzorowanie o: Z3 — Z3 dane wzorem: o(z) =
(x1+ 2, x2 + 23,22 + 2 x3), gdzie x = (x1, x2,x3) oraz + , - oznaczaja ope-
racje dodawania i mnozenie w Zg, jest permutacja zbioru Z3. Czy potrafisz
wskazaé spos6b na mozliwie oszczedne zapisanie tej permutacji? Jaki jest
znak tej permutacji?

Zadanie 2. Sprawdz, czy nastepujace ukitady wektoréw sg liniowo nieza-
lezne:

1. (1,2,1), (2,1,2), (1,1,1) jako elementy R3, a takze jako elementy Z3;

2. {(x,2% 2%) € R®: x = a, b, c}, gdzie a, b, ¢ sa dowolnymi, ré6znymi mie-
dzy sobg i réznymi od zera liczbami;

3. nieskonczony uklad wielomianéw (x — 1), (z — 1)(z — 2), (z — 1)(z —
2)(z—-3),...,(x—1)(x—2)--- (x —n),... w P(R);

4. nieskonczony uktad funkcji trygonometrycznych: 1, cos z, cos 2z, . . ., cos(nx), . . .
w przestrzeni funkcji rzeczywistych;

5. 1, /2 jako elementy ciala R rozumianego jako przestrzen liniowa nad

Q.
Zadanie 3. Wykaz, ze nastepujace uklady sa bazami:
1. (0,1), (1,1) w R
2. (1,0,...,0),(1,1,0,...,0),(1,1,1,0,...,0),...,(1,1,...,1) w R™,
Ktére z uktadéw rozpatrywanych w poprzednim zadaniu sg bazami?

Zadanie 4. Do nastepujacych ukladow wektoréw dotéz dodatkowe tak, by
otrzymac baze:

1. (1,2,2),(0,—1,0) w R3;
2. (1,2,2),(0,2,2) w Z3;
3. 22 24,28, 2% .. wP(R).

Zadanie 5. Wykazaé, ze zbior W = {(z1, v, 73, 24) € R*: 21 + 29 + 23 +
x4 = 0} stanowi podprzestrzen liniowa przestrzeni R*. Wyznacz jakakolwiek
baze przestrzeni W. Okredl jej wymiar.



Zadanie 6. Sprawdz, ze uklad (1,1,2,2), (2,2,1,1) jest liniowo niezalezny
w R*. Sprawdz, ze uktad (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1) stanowi
baze przestrzeni R*. Za pomocg wektoréw tej bazy uzupelnij wskazany uktad
do bazy.

Zadanie 7. Zalézmy, ze przestrzen liniowa V ma wymiar n. Niech M =
{x1,...,2x,} bedzie podzbiorem przestrzeni V o tej wlasnosci, ze lin M = V.
Wykazadé, ze zbiér M stanowi baze przestrzeni V.

Zadanie 8. Wykazaé, ze jesli a1, a9,...,a, sa réznymi liczbami rzeczy-
wistymi, to funkcje fo = 1,1 =z — a1, fo = (x —a1)(z — a2),..., fn =
(x—aq) - (x — ay) sa liniowo niezalezne (nad R). Wykazaé, ze kazdy wielo-
mian stopnia n o wspotczynnikach rzeczywistych moze zostaé przedstawiony
jako kombinacja liniowa funkcji fo, f1,..., fa

Zadanie 9. Dano §cisle rosnacy ciag liczb a = ag, a1, ...,a, = b. Lamang
o punktach zalamania w zbiorze {a;: i = 0,...m} nazywamy kazda taka
funkcje f: [a,b] — R, Ze jej ograniczenie do wszelkiego przedziatu [a;_1, a;],
i =1,...m jest funkcja liniowa. Wykazaé, ze zbiér V wszystkich takich ta-
manych jest przestrzenig liniowg z dodawaniem funkcji jako operacja doda-
wania i mnozeniem funkcji przez liczbe jako operacja mnozenia przez skalar.
Okreslmy ciag funkcji fr, £ = 0,...,m w ten sposob, ze fi to tamana przyj-
mujaca wartos¢ 1 w ap i 0 w pozostatych a;. Wykazaé, ze ciagg ten stanowi
baze przestrzeni V.

Zadanie 10. Czy zbidr liczb rzeczywistych jako przestrzen liniowa nad
cialem Q jest skonczonego wymiaru?



